Egy gorbe felkutatasa

Salvi Péter
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Ki ne rajzolt volna gyerekkoraban a baloldalihoz hasonlo dbrakat? Latszik,
hogy az egyenes szakaszok egy folytonos gorbét rajzolnak ki, de mi ez a gérbe?
Az aldbbiakban leirom, hogy én hogyan taldltam meg erre a kérdésre a valaszt
— val6sziniileg van sokkal egyszeriibb moddszer is, de talan tanulsagos.

Legyen a vonalak szdma n. Ekkor a szakaszok egyenlete

Lit) = (1 —t)(n—k+1),tk), k=1...n, t0,1]. (1)

Az abrabol latszik, hogy a gorbét alkoto pontok mindig az L; és L;;1 szakaszok
metszéspontjai (i = 1...n—1). Ezeknek a képletét konnyen ki tudjuk szamolni,
ha felirjuk az egyenl@séget koordinatanként:

I-tn—k+1)=01—-u)(n—k), (2)
tk =u(k+1). (3)
Ez alapjan
n—k+1 tn—k+1)—1
=1-(1-1)- = 4
u A=t) —— p— (4)
és behelyettesitve
t_t(n—k—i—l)(kz—l—l)—k—l_t(nk+n—k2+1)—k—1 5)
N k(n —k) B k(n —k)
n+1 E+1
I =R Em—k) (6)
amibél el g L 1
PO s (n—k) k+ (7)

kn—k) n+1 n+1



Ez alapjan a pontok képlete

n—k k+1

Mivel egy olyan kifejezést szeretnénk kapni, aminek a mérete nem fiigg n-tdl,
ezért valahogyan normalizalni kéne. Nézziik meg a szimmetrikus esetet, tehat
amikor n = 2k:

(k(k+1) k(k+1)> _ (n(n+2) n(n—|—2)> :Cn(l 1)7 (9)

2k+1 7 2k+1 4n+1) 4(n+1) 4’4

_n_

ahol ¢, = n+ 47, Az az intuicio, hogy ez a pont pontosan rajta van az ideélis
gbrbén, a pozicidja tehat fix. Azt szeretnénk, hogy ez n-tdl fiiggetlen legyen,
logikusnak tiinik ezért c,-nel leosztani. Igy a pontok 1j egyenlete

n—k (n+1) kE+1, (n+1)
(n+1(n_k+1)n(n+2)’n+1kn(n+2)>

(10)

lesz, ami tovabb egyszertisithets erre a képletre:

(n—k)n—k+1) k(k+1)
( n(n +2) ’n(n+2)>' (11)

Arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen pontokat kapunk akkor, amikor n tart a
végtelenbe. Legyen k = un (u € [0,1]), ekkor

— u)?n? —uw)n u?n?+un
Clw) = A ((1 )n2 —|—+2£Ll : T n? ++2n ) (12)
L (1—u)?+ (1 —u)/n u?+u/n B 5 o
_nhlréo( 1+2/n ’ 1+2/n)_((1_“)’“) (13)

lesz a folytonos gorbe parametrikus egyenlete. Az y koordinatat az x koordina-
taval kifejezve megkapjuk a gorbe fliggvény alakjat is:

u? = (1— (1—u)2)2, (14)

tehat
i (1—+x)?, xcl0,1]. (15)

Kis atalakitassal implicit alakban is megkaphato:
Vr+y=1 vagy 2?2 —2xy4+19® — 22 —2y+1=0, (16)

amibdl latszik, hogy ez egy parabola. A Bézier kontrollpontok a végpontok és az
origo, tehat (1,0), (0,0) és (0,1), illetve az eredeti felirdsban ezeknek c¢,,-szerese.

Erdemes megfigyelni, hogy az eredeti diszkrét abra pontjai csak kozelitései a
gorbének, de nincsenek pontosan rajta — a szimmetrikus n = 2k eset kivételével,
ami mindig az (1, 1) metszéspontot adja. (Ha c, helyett n-el normalizalunk,
akkor ugyanezt a gorbét kapjuk, de a végpontok maradnak helyben, viszont agy

sokkal kevésbé lesz pontos a kozelités.)



