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A kozeli abécében adott értéki vasarlas utan gytjtogetds matricakat adnak,
amelyeket aztén a sorszamuk alapjén egy albumba be lehet ragasztani. Zso6fi mér
12 matricat gy(jtott (nem mind kiilénb6z8), a legnagyobb sorszamu kozilitk
a 100-as. Albuma viszont még nincsen, ezért kivancsi: vajon Osszesen hany
matricdnak lehet benne hely?

Formalizaljuk a feladatot. Az 1...n szamokbol valasztunk visszatevéssel k
darabot, és ezekbd6l a maximum m. Hogyan lehet megtippelni n értékét a k és
m ismeretében?

1. A legnagyobb valészintiség

Egy elég természetes atfogalmazasa a feladatnak, hogy milyen n értékre lesz
P(M =m|N = n) maximélis.! Ez a valoszintiség

P(M:m|N:n):(Ts)k—<m;1>k:W. 1)

A kozéps6 képletben az elsé tag annak a valoszintsége, hogy k db. legfeljebb m
sorszami matricdt kapunk, de ebben benne van az az eset is, amikor minden
matrica sorszama kisebb m-nél, ennek az esetnek a valészintiségét tehat kivonjuk
a masodik tagban.

Viszont ennek a kifejezésnek csak a nevez§jében szerepel az n, ezért n minél
nagyobb, az eredmény annal kisebb, tehat a lehets legkisebb n-re kapjuk a
maximaélis értéket, vagyis

N =m, (2)

ami a mi esetiinkben 100. Ez az eredmény nem igazan intuitiv, hiszen fiiggetlen
k-t0l, és nyilvanvaldan alulbecsiili n tényleges értékét.

Erdemes ezért inkabb azt megnézni, hogy az (1) képletben latott an. likeli-
hood fiiggvény az N milyen intervallumén veszi fel a maximalis értékének leg-
alabb (mondjuk) 10%-at. Tehat ha L(N) := P(M = m|N = n), akkor a
legnagyobb n értéket keressiik, amelyre

1 (2) ®

1A jelolés jelentése: ,Mi a valészintisége annak, hogy M az m értéket veszi fel, ha tud-
juk, hogy N értéke n?” A nagybetiik valoszintiségi valtozokat, a kisbettik konkrét értékeket
jelolnek.



még teljesiil. Ez a feladatban szerepld értékekre az n = 121, mivel (100/121)'2 ~
0.102, de (100/122)'2? ~ 0.092. Ez alapjan azt mondhatjuk, hogy a megfigyelt
m = 100 érték hihetd, ha n értéke a 100...121 intervallumba esik.

2. Varhato6 érték

Egy masik megkozelités, hogy visszafelé gondolkozunk. Mi a varhaté értéke
M-nek, ha ismerjik n-et és k-t7 A varhato érték nem maés, mint a lehetséges
értékek Osszege sulyozva a valoszintiségiikkel, tehat

E(M) =Y mP(M =m). (4)

m=1

Egy kis triikkel ezt atirhatjuk egy kényelmesebb alakra:

E(M) =" P(M >m). (5)

m=

—

Ez ugyanaz, mert ha kibontjuk,

P(M>1)=P(M=1)4+P(M =2)+P(M = 3)+--+P(M = n),
P(M >2)= P(M =2)+P(M = 3)+---+P(M =n),
P(M >3)= P(M =3)+---+P(M =n),
P(M >n)= P(M =n),
tehat az Osszegben minden P(M = m) pontosan m-szer szerepel.
Errél viszont kénnyen lathaté, hogy
m—1\"
P(MZm)lP(M<m)1< ) ) (6)
n

tehat akkor

E(M):n—zn:(m;1>k, (7)

és arra vagyunk kivancsiak, hogy ez milyen esetben lesz kb. akkora, mint az
altalunk megfigyelt m érték (100). Ez szamitogéppel konnyen kiszamolhato, de
lehet kézvetlen képletet is adni ré, ha ki tudjuk fejezni n-et. Ehhez megint egy

kis triikkkre lesz sziikség. A
n k
m—1
> ( ) (8)
n

m=1

0sszeg nem mas, mint egy kozelitése az (%)k fiiggvény alatti teriiletnek a [0, n]
intervallumon, ha azt 1-széles téglalapokra felosztjuk tigy, hogy minden téglalap
bal fels6 sarka érintse a fiiggvényt. Ez tehat kb.
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Ha most feltételezziik, hogy a megfigyelt m értékiink a varhato érték, akkor a
fenti képletbdl n-et kifejezve azt kapjuk, hogy
kE+1

=m— 11
n=m——, (11)

EM)~n— (10)

azaz a mi esetinkben 100 - % ~ 108.2

3. Median

A fenti gondolatmenet szépséghibéja, hogy a varhato érték altalaban nem egész
szam; logikusabbnak tiinik tehat a medidnt alkalmazni. Az M medianja adott
N = n érték mellett az a legkisebb m érték, melyre

E 1
P(Mgmw:n):(ﬂ) > 2. (12)

n 2
Ezutan mar csak meg kell keresni azt az n értéket, ahol a median értéke m
(vagy ehhez legkozelebb esik). Egy ilyen programot mutat a Fiiggelék; a mi

példankban ez n-re 105-6t ad.

4. Bayes-tétel

Manapsag divatos az ilyen kérdésekre tigy gondolni, hogy milyen mértékben
valtozik meg a véleményilink. Ehhez természetesen sziikség van arra, hogy legyen
valamilyen véleményiink az N eloszlasarol, ezt hivjak priornak; a mi esetiinkben
a legegyszertibb azt mondani, hogy nincsen semmilyen el&feltevésiink N-rél,
tehat P(N =n) oc 1 (egyenletes, ,improper” prior). A Bayes-tétel szerint
P(M=m|N=n)-P(N=n)

P(N=n|M=m) = PO = m) : (13)

ahol P(A|B) annak a valoszintisége, hogy A, ha feltételezziik, hogy B. Mivel
m-et rogzitettnek vessziik, a szamlalo aranyos n~*-val, amibdl normalizalassal

nk nk

P(N=n|M=m) Z;imj_k Chm)’ (14)
ahol ( a Hurwitz-féle zéta-fliggvény. Ennek az eloszlasnak a maximuma nyil-
vanvaloan N = m esetén lesz, de ez nem azt jelenti, hogy ez az esély nagy. A
konkrét esetiinkben P(N = 100| M = 100) ~ 10%. Erdemesebb ezért itt is
az atlagot (= 109) vagy a medidnt (106) nézni, ezek tobb informéaciot adnak
a posterior eloszlas kozéppontjarol. (Ezek kiszamitasahoz 1d. a programot a
Fiiggelékben.)

Persze valoszertibb a konkrét esetiinkben olyan priort hasznalni, amely job-
ban tiikrozi az elvarasainkat: tudjuk, hogy biztosan nincs 500-nal tobb matrica,
és talan érdemes a nagyobb albumokat valoszintitlenebbé tenni, pl. P(N =n) =
1/n priorral. Ezek végigszamolasa mar az olvaso feladata.

2 Az Euler-Maclaurin formula segitségével egy kicsit tudunk javitani a kozelitésen, ez alap-

jan E(M) ~ 25 + £, amibsl n-re az (m — 3) 5L képletet kapjuk.



Epilogus

Honnan jonnek a cimben levé tankok? A maésodik vilaghabori soran fontos
kérdés volt, hogy a németek milyen iitemben gyartjak a tankokat. A kémek
gyandsan nagy mennyiségeket jelentettek. Sok elfogott tankon vagy alkatrészen
azonban szerepelt datum és gyartési szam, és az azonos idGszakban adott gyar-
tasi szamok alapjan — a fenti 2. ponthoz nagyon hasonlé médon — igen pontos
becsléseket tudtak adni a gyartas valodi itemére vonatkozolag. Ezeket utdlag
Ossze is tudtak hasonlitani a tényleges adatokkal: 1941 juniusaban pl. 244-
et adott a statisztika a valodi 271 helyett, mig a kémek ugyanezt t6bb, mint
1500-ra becsiilték (1d. Wikipedia: German tank problem szocikk).

A. Median alapa becslés

#include <math.h>
#include <stdio.h>

int main() {
int m = 100, k = 12, n = m;
while (1) {
int median = 1;
while (pow((double)median / n, k) < 0.5)

median++;
if (median == m)
break;
n++;
}
printf ("%d\n", n);

}

B. Egyenletes priort eset szimitasa

#include <math.h>
#include <stdio.h>

#include <gsl/gsl_sf.h>

int main() {
int m = 100, k = 12, n = m;
double zkm = gsl_sf_hzeta(k, m);
while (gsl_sf_hzeta(k, n + 1) > zkm / 2)
n++;
printf ("Atlag: %1f, medidn: %d\n",
gsl_sf_hzeta(k - 1, m) / zkm,
n);



